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饱和静磁场的计算和控制问题

林 晓 标

在恒稳电流作用下铁磁体所产生的静磁场的分析
,

对于电机
、

变压器
、

加速器的设计

有重要的意义
.

在磁场强度很大的情况下
,

铁磁物质产生饱和现象
,

导磁系数依赖于磁场

强度
,

因此要准确地计算磁场必须考虑非线性的微分方程
.

本文讨论两个基本间题
:

1) 给

定了电流的分布求磁场分布 , 2) 给定了磁场的分布
,

在允许的电流分布的集合中找出一

种电流分布
,

使产生的磁场与给定的最接近
.

肛
.

边 值 问 题

静磁场的基本方程是

d i v B = 0 ,

( 1 )

r o t H
= j

,

( 2 )

B 二 ” H
.

( 3 )

其中 B 是磁感应强度
,

H 是磁场强度
,

j 是电流密度
, 拼 = 户 (

二 ,

!H } 2 ) 是导磁系数
.

设
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,
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,
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·
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,

上
,

其中 x =

( 二
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本文 1980 年 4 月 8 日收到
.
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定理 1 变分问题的解是边值问题 ( 7 )的解 ;若了(哟 是凸泛函
,

那么边值问题的解也

是变分问题的解
.
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(们 存在
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又
(口 ) 成立着

<了
,
(。 )
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。
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.
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.

以 。 ( H
里
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{ 、
v

·
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J O
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+ “ 一) ( 7 “ + h }
·
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=

I
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二
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1
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故在 万褚夕。 ) 中

” ( ,
,
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’
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+ h )
·

二 = 。 ,

此即 (7 )的第二式
.

护 (。 ) 中的元素自然适合 ( 7) 的第三式
.

反之
,

设 。 是 (7 )的解
,

易知

<J, (哟
.

叻
= o 对一切

砂 〔 Hl (口 ) 成立
.

因为 J (幼 是凸的
.

所以
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V 刃 ( H
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.
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)
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.
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,

为了证明变分问题的解是存在
、

唯一的
,

我们对 了(叻 的
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l ( D )

凸性作一些讨论
.

命题 I 当 刀 (二
,

如 是 若的严格上升函数时
,

J (树 是严格凸的
.

证 只要证 J, (H ) 是严格单调算子
.
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.
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,
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,
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,
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l
,

,

从> =

{
。二 (
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·
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,
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) (护.( 二
,
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,

I拭 }
,
) ) (Hl

·

拭 )
.

为书写方便
,

简记 科 ( 劣
,

IH I
,
) 为 拼 ( IH I

,
)

.

因为

Hl
·

从 ( }从 { !拭 !
,

( 1 5 )

只要能证
和 ( 【Hl }

’
) }从 !

, + 户 ( !从 !
,
) }从 I

,

) 〔” ( IHI )
,
) + ” ( t从 }

’
)」!Hl l }HZ I ( 16 )

就可以了
.
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二 ( !城 l

’
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,

l
’
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,

(一7 )
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,
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.
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,

两端除 以 }从 ! 一 !从 1就得

刃 ( IHI }
仑
) ) 刀( l从 l

,
)

.

( 1 8 )

因此
,

当 袱
二 ,

如 是若上升函数时
,

J, (H ) 是单调算子
.

再证 J, (H ) 严格单调
.

否则必
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,

从 ` 吓
,
(。 ) 1

. ,

从 子从
,

使 ( 1 4 )和 ( 1 6 )几乎处处成为等式
,

从而 ( 15 )几乎处处是
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,

因此
,

Hl
,

从 几乎处处方向相同
.
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二

}拭 !几乎处处成立
.
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:
}

> !拭 }时
,

(1 4) 成为不等式
,

于是 }Hl 卜 }从 } 几乎处处成立
.

这样
,

Hl (幻 几乎处处

等于 从 (幻
,

得矛盾
.

于是 J
`
(H ) 严格单调

,

J H(
) 严格凸

,

即得 了(叻 严格凸
.

由〔3〕中如定理
,

知成立以下的定理
.

定理 2 设 袱二 ,

如 是荟的严格增函数
,

则变分 问题 ( 10 )的解存在且唯一
如果 万 (劝 是 H il be rt 空间 了 上的泛函

,

且存在常数 正> o ,

使得

叹罕)
、 ` }一 ` 11

’
簇 F( 劝

十尸 (功

2 介
,

夕〔 X
,

我们称 F (劝 是均匀凸泛函
.

用类似于从平行四边形定理导出投影定理的方法
,

易证
:

弓l理 I 且il be rt 空间 x 中关于强拓扑下半连续的均匀凸泛函 F ( ` ) 若有下界
,

则下

确界必能达乳 若 F( 的
“

票F( 叭则最小化序列强收敛于 “
·

_ _ _ ` 、 , , 。 ~ “ 惠 ~ 如呱药 _ , 、 。

* 。 二 。 ,
、 :
从 击*

。 , ,
孔 _ 、

二 *
命题 2 设 ` 是正的常数

,

型蜷纪
~

) ` > ” 在 “ 中几乎处处成立
,

则 (J 叻 是均
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匀凸泛函
.

证 设 功 ( :,

}从
+ 名(从

一
从 ) {

2
) = 梦 “ )

,

其中 o 《 t ( 1
.

把 !Hl
+ t (从

一
鱿 ) }

’

简

记为 少
,

这时
。
,

J . 、 。。
, 。 、 。。 , ,

。 、
.

1
, 。 , , ,

, 、 , 八 , , /
, 、

功 ( }月
,

{
’

) 一 劝 (月
, }

`

) = 岁 弋1 ) 一 岁 吸U ) = 望
`

LU ) + 写丁少
` ’

L` ) 一 灭V

火`火
i , ,

一 `

( 19 )

而

梦
,
(艺) = 2” (口

2
) (H1

+ t (从
一
Hl ) )

·

(从
一
从 )

,

( 2 0 )

*
, ,

( , ) = 4
一

热骡攀( (从
+ ` (从

一
从 ) )

.

(从
一

从 ) )
2 + : ; ( 0

2
) l从

一
鱿一

口灭口
一
夕

若
鲁纂势

) ” ,

则

岁 “ (艺) 》 2环
。

!从
一
Hl !气 ( 2 1 )

、 9灿 (口
,
) / 。 。 , :

石飞丽厄了
一

气
” ,

州

梦
产产

(才) ) 4
刁户 ( 0

,
)

刁(口
`
)

}H1
+ ` (城

一
Hl ) l

,

l从
一
从 1

. +
1

2户 (8
,
) IH

, 一

HI 1
.

二 2

{鱼笋
上 }鱿

· ` (拭
一

杖 , , ` 二`“ :
,

}
,从

一
Hl `

’

_
刁

= 名—
〔拜 ( 0

2
)

·

6〕
9 0

1从
一
Hl ]

’

二 2
9刃 ( 8

2
)

日0
I从

一
HI 1

2

》 2乙
。

]从
一
Hl j气 ( 2 2 )

由 ( 2 1 )
,

( 2 2 )知

梦 “ (` ) 》 Z o ni (户
。 ,

乙
。
) l拭

一
Hl l

’ .

把 ( 2 0 )
,

( 2 3 )代入 ( 1 9 )
,

并在 口 上积分
,

得

( 2 3 )

J (从 ) 一 J (Hl )》 < J
`
(从 )

,

拭
一

Hl > + 功认 (”
。 ,

乙
。
)

2
!!拭

一

Hl l}
’ 〔石: 。。 )〕. ,

故

, (, 卜 ,

(丝产 )
》
会

,

(丝
,

音丛)
,

共井>
十

些争泣{丝产 l
’ ,

, (从卜 ,

(丝产 )
》

会
产

(华谙兰 )
,

典井>
十

粤笋
业l粤井 l

’ ,

相加得

J (H1 ) + J (从 )
了

/Hl
+

拭 \ ~ 功 in (户
。 ,

乙
。
)

,,

。 。
,: :

—
一 J !

—
. `绮

—
11, 诬 ,

一 , , . U

2 、 2 / 8

由 J (H ) 均匀凸立刻推出 J (叻 均匀凸
.

证毕

注 若不顾物理上的事实设 拜 (
, ,

自 是爹的上升函数时
,

由 ( 21 )得 J (H ) 均匀凸
.

、 、 、 、 净 ~ 助 (二
,

夕) ~ 二 、 。
,

、

。 。 , “ , ` 。 排 , ,
尸 . , ` 二 。 `

, ,

~ 、 ~ 。 , 二
这时亦成立二二淤粤` 》 灿。

> 0
.

因此我们的条件是推广了〔 1〕的条件
,

从而使数量势方洽
” J 人

’

胭一 彩 一 尸 o / ” 曰沙 u ” ” J 只 ,

邓 ” 浅
】声, J “ “ “ ,

不
`丁 ’ 沙 ` , `”

民从里万 / J

法的适定性得以证明
.
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县 2
.

最优控制问题

设 。 C ={ 0<, , 0 < 夕
, o < 好

, 科 (二
,

乡 适合命题 2 的假定
.

状态方程
: v

·

{拜 ( 17 尹 + h 】
’
) ( v 少 + h ) } = 0 , 尹〔H1 (。 )

,

其中 h =

Pj
,

j 〔 嗒2
.

卿 是 〔L , (。 ) 〕
.

中有界闭凸集
, 几

且当 j 〔叮 时 d i v j 二 。
.

我们称

卿 是允许控制集合
.

例如
,

给定闭集 丑匕 。 ,

物理上相当于线圈所占的允许空间
,

给定最大电流密度 c ,

德犷可以是

卿
=
{ j }j ( 〔L

,
(。 ) 〕

. ,

, 5 5 o u p lj }簇。 , s u Pp j C 了
,

d iv j = 0 }
.

最优控制问题
:

对于给定的 H0 〔 〔L
,
(。 )了

,

求 j ( 卿 使目标泛函

了 ( v 尹 + h ) =
}}7 尹

+ h 一HO 11
: : : (。 ) 〕·

取最小值
.

定理 3 在命题 2 的假设下
,

最优控制问题的解存在
.

证 设状态方程的解为 中 二 必 ( h)
.

j 取遍 叮 时
, v 必 (Pj ) +

万 构成集合 R
.

若能

证明 R 是 〔刀 (。 ) 〕
.

中紧集
,

那么最优控制的存在性得证
.

记

L = { j 】j 〔〔L
,
(。 ) 〕

. ,
d i v j = o }

.

L 是 〔L
吕

(口 )了 的闭子空间
,

带诱导拓扑
.

or t h 二 j 是 〔Hl ( 。 ) 〕
.

到 L 中的线性连续映

照
.

若把 〔Hl (。 ) 〕
.

中 Ort 算子的零空间记为

No
= N u l l ( or t )

,

取商空间

公 = 仁H
l
( 。 ) 〕

.

/No
,

视 or 七为 泞* L 线性连续映照
,

我们能证明映照是到上的
,

因而是 G 、 L 的同构对应
.

我

们设 T 是 〔L
Z

( 。 )护 到 〔L
,
(Rs ) 〕

.

的延拓算子
,

它的定义如 乳 所示
.

在 RS 中考虑方程

T)jT)jT)j一一一一一一一一一血期勿

,
_ _ _

. ,

一 1
,

。
, 、 。

它有明显的解 “ = 飞牙不
*

祥
.

J)
` ,

p =

1

4派犷

· (Tj )
· , , 一

斋
· (Tj )

: ,

其中 , 一 〔 (二 一幼

+ ( , 一 监 )
’ + (卜

: :

)
’
〕香

.

记 E = ( a
,

刀
, 7 ) =

澎了
,

由 C A L D E R O
`
N 一 Z Y GM U N D 不等

式
[ `〕
知 E 〔 〔H

,

( 。 ) 〕
. ,

且

}E l}
〔H

, (。 )〕
.

簇 C 11Tj l}
: :

: (。 )〕·《 C }! j }1
〔: · (。 )〕二

因为

, 1 」
. _ _ , 。

Q IV 乙 = - ; 一二
.

* u lV J = V ,

任几叮
.

定义 h = r o t E
,

那么 h ( 〔H1 (介 )】
. ,

且

or t h = j + g ar d d i v E = j
,
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f l h !1 :二
1 (。 ) :

一 !1
ro t 阂了 j} l

:二 :(。 ) :.

《 C } ! j!1
: : :(。 )〕二 ( 24)

这样
,

我们证明了算子 or 七给出了 e 神 L 的同构对应
.

若能证明 必 是 〔分 ( 。 ) 〕
.

到 H
l
( 。 ) 的连续映照

,

那么显然我们的定理就成立了
.

这

是因为 〔Hl (。 ) 〕
3

、 〔L
,
( 。 )护 的自然嵌入 r 是紧致的

,

令 是 〔刀 (口 )」.

中弱紧集
,

j 取

遍 令 中元素时
,

Q 二 {H IH = I’ ort
`

形了+ v 必 ( r r o t次 / j ) }

是 〔L
,
(。 ) 〕

3

中紧集
.

如果我们在状态方程中令 h 二 or t `留了
,

那么因为 Q紧
,

最优控制的

存在性已证明
.

但是算子
`
月 r 要比 P 有更多的运算量

.

故我们在状态方程中用 算子 P
.

今记

k = 2丫一 r or t
`

理份
,

则 掩〔 〔L ,
( 。 ) 〕

, ,

or t h = 0
.

用广义函数中的正则化方法
,

可以证明存在 尹 `及 (叻
,

使

k = v 中
.

于是集合尸与 Q实际上相同 , 因此 R 在 〔尸 (。 )护 中紧
.

剩下只要证明 必 是 〔尸 (口 )〕
.

到 H
且
(。 ) 中连续映照

.

由 于 J (卯
= J ( v 少 + h) 在

H
王
(口 ) 中均匀凸

,

易证存在 a > O 使

J (? 尹 + h
。
) 一 J ( 7 必 (人

。
) + h

。
) 》 a }I卯

一 必 ( h
。
) !}

’ 若
: :。 ) ,

h
。〔〔L ,

( 。 ) 〕气 ( 2 5 )

给定
s ) 0 ,

若 !1尹
一 必 (h

。
) 11宜

! : o ) = 。 ,

则

J (V p + h
。
) 一 J ( V必 ( h

。
) + h

。
) 》 a s ,

.

因为 J (H ) 显然满足局部 L ip s e h计 z
条件

,

在闭球 1}H
一 v 必 ( h

。

) 一 h
.

l}《
。 + 1 中

,

设 J (H )

有 L IP s e h i t z
常数 N

,

使对该球中的 鱿
,

从 有 }J (Hl ) 一 J (从 ) !簇 N }IHI
一

拭 }!
: 。 (。 》J二

我们来证明当

,̀“ 一 h
。

“簇 m二 {子
, 1

} ( 2 6 )

时
,

}}必 ( h ) 一毋 ( h
。
) }1若

1 ( o )《 “
.

否则
,

设有 h
:

适合 ( 2 6 )
,

但 }{少 ( h ` ) 一必 ( h
。
) {}若

: : 。 )> ;
.

在 v 必

(入
。
)

, v 必 ( h
:
) 连线的内部必有一点 Hl 使 」!从

一 7必 ( h
。
) !!

: : ,

旧 )〕
一

。 ,

因此

J (Hl
+ h

。
) 二 J ( 7 必 ( h

。
) + h

。
) ) a “ 2

.

IJ (私
a 8 2

+ “ 1
, 一 J `Hl

+ “ 。
) } (箭

.

N 二
-

竺亡
.

3

IJ ( v必 ( h
。
) + h

,
) 一 J ( v 必 ( h

:
) + h

:
) {《

a s Z

3N
方

二
.

色纽
3 ,

, (从
、 ,

:
) 一八 ; 。 (、 。

) 、 、 1
)》

琴
> 。

,

J

又

但是 Hl 是介于 v 必h(
。
)

,

理 3 证毕
.

注 )i 不难证明
,

若

J (H1
+ h

,
) ) J ( v 必 ( h

:
) + h

:
)

.

v 必 ( h
,
) 连线内部的

,

与 J 凸矛盾
.

这样 必 的连续性证毕
.

定

9户 (二
,

荟)
日荟

有界
,

那么给定 Bo 〔 〔L
,
(。 ) 〕

. ,

对目标函数

I
:
( v 中 + 入) = {释 (二

,

I v 尹 + h }
’
) ( v 尹 + 入) 一 B

。

}}
: : : 。。 )〕

· ,
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最优控制也是存在的
.

因为这时 B =挤 (劣 ,

}H }
’
)H 是 〔Ls (。 ) 〕

.

到 〔户 (口 ) 〕
.

的连续映

照
二

)ii 设状态空间集合 R 中使泛函 I 取极小值的全体元素是 凡
,

R
:

是 R 的闭子集
,

因

而亦是紧集
.

若 补 ( 二
,

如 = 户 (劝
,

即无磁饱和现象
,

一

那么丑还是凸的
,

凡 仅含一个点
.

这时最优控制唯一

愁3
.

数值计算问题

现在我们来讨论数值计算问题
.

设 {方
`

,’( 。 )) 是一列方
`
(。 )的有限维子空间

,

具有

以下性质
:

v 。 。补 ( 。 )
,

存在 。 , 〔补 ,’( 。 ) 使 }。 一 。 `

fl补 (。 )* 0( 沁 oc )
,

这样的方
`

,(f 。 )

称为 序 (。 ) 的有限元插值空间
.

我们来解变分问题
:

给定 入〔 〔L
,
(。 ) 〕

` ,

找出 舫。 〔方
`

,

` ( 。 ) 使
.

J (叭 ) = j刀了 J (
.
)

.

” ( H
l , . ( O )

( 2 7 )

定理 4 若 了(川 是均匀凸泛函
,

则变分问题 (2 力的解存在且唯一
,

且 。 。 强收敛于

“ 。 ,

其中 肠。

是变分问题 ( 1 0 ) 的解
.

证 存在性和唯一性是明显的
,

只要证 “ `
是极小化序列

,

那么 “ ` 强收敛于 “ 。

也是

明显的了
.

因为 。 。

是变分问题 ( 1 0 )的解
, 。 。 〔方

`
( 。 )

,

设 毗 〔户
` , `

( 。 )使得 11毗
一 。 。

!l* 0
.

因 了(尹 ) 适合局部 L i p sc hi 垅 条件
,

故存在常数 N > 0 使

I(J
。志) 一了(。

。
) ! 《 万 11。恋一 。 。

!!矛
(。 卜

又变分间题 ( 2 7 )的解是 倪。 ,

显然
、

J (舫
。
) 《 J ( “ ` ) 《 J (舫孟)

.

故 了(。 ` )、 了(。
。

)
,

由引理 1 , 。 `
型骂二。 .

证毕
.

定理 4 可以用于边值问题 ( 7) 的有限元逼近
.

又因为解算子 必 ( h) 是 〔L
,

(口 ) 〕
a

+--

序D( ) 连续映照
,

若对 入作离散插值
,

则引入状态方程的解中的误差是小的 (只要 ` 足

够大 )
.

把离散化后的变分间题 ( 27) 的解记为 ” ` = 必`

伍 )
,

我们提出离散化后的控制间题
,

称

为间题 (` ) :

找出 二〔卿 使对给定的 H0 ( 〔L
“
( 。 ) 〕

.

有

。Ho
一 `v , ` (.Pj , +

.Pj , }l
〔

一
〕
·

( 思 }}Ho
一 ` v , “ Pj , +

Pj , ,, :一
)〕·

+

专
·

显然间题

(̀ ) 的解是存在的
.

定理 5 设 卿 是 〔L
,
( 。 ) 〕

.

中紧集
.

给定 。> 0 ,

存在 万> 0
,

当 感> 万 时
,

间题 (` )

的解 大能使
v 必 (尸扁) + 子丫`

落在 R
:

的
6
邻域内

.

证 记 几 为 扑 (。 ) 到 产 ,’( 。 ) 上的投影算子
,

对每个 。 〔户
,
(。 )
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l二 、̀ 一 “ } 1若
1n ()

* 0(感叶 OO )
,

若 。 在紧集 {必 (Pj ) }j 〔令 }中取值
,

上式随 感弓 oc 一致收敛于 .0 由于 J (必

在 人> O 使

无
,

!!必
` (Pj ) 一 必 (Pj ) It

,
若

: ( o ) ( J (必
` (Pj ) ) 一 J (口 (Pj ) )

,

又
了(必` (Pj ) ) 一入必 (Pj ) ) ( 于(二两 ( Pj ) ) 一了(必 (Pj ) )

《 N 几二
.必 ( p j ) 一 必 (Pj ) }云

! (。 ) ,

因此对 j 〔令 一致地有 l必
` (Pj ) 一 必 (Pj ) }}矛

(。 )
* o (感弓OO )

.

今对 H 〔R/ {凡 的
￡
邻域 }

,

存在 占> o 使

( 2 8 )

均匀凸
,

存

IIH
一

HO 11> 毋轰I!H 一

H0 !l十 ”
·

设 万 > 3户
,

且M 取得充分大使 落> 万 时

!!必
`
(Pj ) 一 必 (Pj ) !1云

, ; a )< 占/ 3
,

V j 〔令
,

那么显然 v 必 (刀 )) +

形
`

落在 凡 的 召
邻域内

.

证毕
.

若把最优电流集合记为 A
,

给定
。> o ,

据定理 5存在 M 使 感> M 时
,

对 大存在 j 任

A
,

使得

11( 7 必 (彩 i) +

彩
` ) 一 ( v 必 (Pj ) +

Pj ) !】: :
: (。 )〕.

( 。
.

考虑到 or tPj
= j 以及 or t 是 〔L , ( 。 )〕

.

* 〔H
一工

(口 ) 〕
.

的线性连续算子
,

!lj 一兵!1
: 二一

; ( o ) : .

《 晓
.

即离散化后求得的最优控制电流按 [H
一 生

(口 ) 〕
.

范数收敛于 A
.

如果 令 仅是 〔尸 (口 ) 〕.

中弱紧集
,

那么用 刀出万 代替 于了
,

仍可以有与定理 5 同样

的结果
.

这样
,

我们将最优控制问题归结为有限维空间的规划问题
.

〔 1 〕
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